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En CENICAFÉ se estudió teóricamente el efecto de la aplicación de impacto mecánico sobre la 
rama, para lo cual se analizaron dos modelos matemáticos para el estudio de la vibración generada 
por excitación impacto, encontrándose que el modelo basado en la teoría excitación tipo impulso 
predice con mayor exactitud la respuesta de la rama ante la aplicación de impacto, difiriendo en un 
38% de lo obtenido experimentalmente. El segundo modelo analizado (modelo de Kelvin) difirió 
en un 85% de lo encontrado experimentalmente. 
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The effect of the application of mechanical impact on the branch was studied theoretically at 
CENICAFÉ, for which two mathematical models to study of the vibration generated by impact 
excitation were analyzed, being that the analyzed model that predicts with major exactitude the 
answer of the branch before the application of impact is based at the impulse type theory excitation, 
differing in a 38% from the obtained experimentally. The second analyzed model (model of 
Kelvin) differed in a 85% from the found experimentally 
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El análisis teórico de vibraciones en los 
sistemas mecánicos ha sido ampliamente 
estudiado dado el gran interés para 
predecir sobreesfuerzos variables en el 
tiempo que conducen al fenómeno de 
fatiga de los materiales, así mismo, las 
vibraciones mecánicas ocasionan falla de 
elementos por aumento rápido del 
desgaste de piezas en contacto que 
provocan el funcionamiento incorrecto y 
generan graves peligros para la seguridad 
del sistema o para la salud humana. 
 
En los casos mencionados, la vibración 
se convierte en un efecto indeseable.  Sin 
embargo en otras aplicaciones es 
producida para ser utilizada en diferentes 
maquinas agrícolas, como principio para 
la recolección de frutos; dentro del cual, la 
literatura reporta el empleo de vibraciones 
para la recolección de diferentes productos 
(Aristizábal; Oliveros; Alvarez, 1999). 
 
Según Ortiz (1995) los vibradores se 
clasifican según el modo de generar la 
vibración, en vibradores de 
desplazamiento fijo, de inercia y de 
impacto; dentro de los grupos 
mencionados, los vibradores de impacto 
constituyen un caso interesante, ya que 
este principio permite inducir 
perturbaciones como respuesta a la 
aplicación de fuerzas no periódicas.  Para 
el estudio de las vibraciones generadas por 
el impacto, en sistemas mecánicos se 
aplica la teoría de fuerzas de excitación 
tipo impulso y en productos vegetales se 
aplica una combinación de la teoría de 
Hertz y los modelos reológicos de Kelvin 
o Maxwell para impacto entre productos 
viscoelásticos. 
 
Teniendo presente que en la literatura 
no se reporta información sobre el 
comportamiento de la rama o el árbol de 
café ante la aplicación de impacto 
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mecánico como fuente para inducir 
vibración y provocar un desprendimiento 
de frutos, se presenta en este trabajo un 
estudio teórico, que permite ampliar el 
conocimiento de la posible respuesta de la 
rama ante la aplicación de una excitación 
tipo impacto, a partir de las teorías 
mencionadas anteriormente.  En este 
artículo se presentan los resultados 
obtenidos de comparar los modelos 
teóricos con los datos experimentales. 
 
 CONCEPTOS GENERALES 
 
Modelos reológicos.  Para efectos de 
ingeniería se asume que la fuerza de 
impacto entre productos vegetales y 
superficies rígidas pueden ser modeladas 
con uno o dos grados de libertad. El 
modelo de Kelvin es un modelo simple de 
un grado de libertad en el cual los 
parámetros son: la masa, la rigidez y la 
elasticidad característica del producto.  
El modelo de Maxwell consta de los 
mismos parámetros y elementos físicos 
pero es basado en un arreglo físico 
diferente. En este modelo el sistema 
presenta dos grados de libertad.  Ambos 
sistemas son representados por un resorte 
y un amortiguador, el resorte 
simula la parte elástica del material 
(energía recuperable) y el amortiguador 
simula las fuerzas de fricción interna 
(energía disipada), ambos modelos se 
muestran en la Figura 1 (Mohsenin, 1986; 
Muller, 1978; Srivastava, 1993). 
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(a)        (b)  
 




Para el modelo de Kelvin el arreglo 
físico indica que la reacción del resorte y 
el amortiguador ante la aplicación de una 
fuerza es simultánea y a una tasa 
constante, por lo tanto, la fuerza debida al 
amortiguamiento salta a un valor 
constante inmediatamente.  En cambio, 
en el modelo de Maxwell el resorte 
reacciona instantáneamente, mientras que 
el amortiguador lo hace con desfase con 
respecto al desplazamiento del resorte, 
obteniéndose una deflexión diferente para 
ambos elementos (Mohsenin, 1986; 
Muller, 1978; Srivastava, 1993). 
 
Excitación tipo impulso.  La función 
impulso permite calcular la respuesta del 
sistema a una función cualquiera (no 
periódica) (Calero y Carta, 1999; Harris, 
1996; Thomson, 1993). 
 
Es importante recordar el concepto de 
impulso (J); definido como el cambio en 
la cantidad de movimiento. 
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La Figura 2 muestra una función 
excitación f(t) y una fuerza impulsiva de 
magnitud J/ε, donde ε es la duración de la 
aplicación.  Cuando ε tiende a cero (ε  
0), el módulo de la fuerza crece sin 
limite (tiende a infinito) y el producto 
entre ambas tiende a la unidad, la función 
impulso obtenida se denomina impulso 
unitario o la función delta (δ).   
 
Una función delta (δ) en tiempo t = ξ 
se identifica por el símbolo δ (t-ξ) y tiene 
las siguientes propiedades: 
 
δ(t-ξ) = 0   para todo t (  ξ. 
 
δ(t-ξ) = cualquier valor para t = ξ. 
 
















δ(t - ξ)dt = 1     0<ξ< 
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Figura 2. Función excitación de una fuerza impulsiva. 
 
Sí la función impulso unitario o 
función delta se multiplica por cualquier 
función f(t), el producto será nulo en todas 
partes excepto en t = ξ y su integral 
temporal será: 
 
Como la duración de la aplicación de 
la fuerza tiende a cero, el sistema vibrará 
como libre, aún cuando las condiciones 
iniciales se verán modificadas por el 
impulso aplicado, luego si  x0 = X’ = 0 
antes del impulso, el impulso que actúa 
sobre la masa en un tiempo t = 0 
producirá un cambio repentino en la 
velocidad dado por: 
sin cambio apreciable del desplaza-miento 
(por ser el tiempo de aplicación muy corto 
(ε  0), teniéndose finalmente como 
condiciones iniciales del sistema libre: 
Bajo vibración libre, el sistema 
masa-resorte sin amortiguamiento de un 
grado de libertad con condiciones iniciales 
, se comporta de acuerdo con la siguiente 
ecuación (Calero, 1999; Harris, 1996; 
Steidel, 1991 y Thomson, 1993). 
 
De aquí la respuesta de un sistema 
masa - resorte inicialmente en reposo 
excitado por un impulso J es: 
 
En donde  
 
Luego la ecuación para la respuesta al 
impulso unitario puede expresarse como: 
 










x = x0 = 0
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Donde   
MATERIALES Y MÉTODOS 
 
Para estudiar las características de la 
vibración generada en la rama como 
respuesta a la aplicación de impacto, se 
utilizó un procedimiento teórico en el que 
se estudian los términos del efecto de la 
excitación sobre la estructura, 
escogiéndose como parámetro de estudio 
el desplazamiento (amplitud), una de las 
cantidades que describen el movimiento 
con respecto al tiempo (desplazamiento, 
velocidad, aceleración). 
 
Para determinar teóricamente el valor 
de la amplitud de la vibración generada en 
la rama, se utilizaron dos de las teorías 
existentes para el estudio del impacto. La 
primer teoría se basa en el desarrollo del 
modelo para impacto entre productos 
viscoelásticos planteado por Kelvin 
(Mohsenin, 1986; Muller, 1978; y 
Srivastava, 1993), en el cual se asume la 
rama como una viga en voladizo de 
rigidez EI, coeficiente de 
amorti-guamiento C, longitud L e 
impactada por una masa M a una 
velocidad V. 
 
La segunda se basa en la teoría 
excitación impulso unitario (Calero, 1999; 
Harris, 1996 y Thomson, 1993),  la cual 
sugiere que cuando un cuerpo es sometido 
a una serie de excitaciones impulso, este 
vibra libremente entre cada impulso; se 
realizó el desarrollo matemático del 
modelo planteado con el objeto de tomarlo 
como base para el estudio de la posible 
respuesta de la rama, dada la aplicación de 
una serie de impulsos repetidos J, de 
duración despreciable y a intervalos 
constantes. 
 
Los resultados teóricos obtenidos en la 
amplitud con ambos modelos, fueron 
comparados con los valores obtenidos 
experimentalmente, mediante el concepto 
de porcentaje de error matemático 
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Los valores experimentales fueron 
obtenidos con la ayuda de un sensor de 
desplazamiento (LVDT), un sistema de 
adquisición de datos conformado por una 
tarjeta Omega PCI-603E9 y un 
computador portátil, con los cuales se 
obtiene la representación gráfica de la 
cantidad seleccionada para un período 
suficiente de la excitación.  
 
Las pruebas se realizaron con 45 ramas 
de café variedad Colombia Roja, Se 
sometió la rama a la aplicación de 
impacto, probando distintos puntos, 
frecuencias y fuerzas de excitación.  En 
la Figura 3 se muestra el montaje 
realizado para determinar los valores 





Figura 3. Montaje de laboratorio para determinar experimentalmente los valores de 
amplitud. 
 
RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
 
Análisis de impacto mediante modelo de 
Kelvin. Para efectos de análisis se supone 
la rama como una viga uniforme de 
sección constante en voladizo de rigidez 
EI constante, coeficiente de 
amortiguamiento C y longitud L. 
Adicionalmente se considera el material 
que golpea lo suficientemente rígido, de 
tal forma que no se deforma y la 
eficiencia de transmisión del impacto es 
máxima, es decir la fuerza inercial del 
cuerpo impactador se considera como la 
fuerza de impacto (F1 = M*a). 
¡Error! 
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Para el caso en estudio se tiene un 
cuerpo impactante de masa (M = 0,04 kg) 
que se mueve a una velocidad V 
(conocida) y la cual golpea sobre la viga 
de masa m.   
 
Se desea determinar la deflexión 
máxima debido al impacto.  La Figura 4 
muestra un modelo de la viga. 
 
La deflexión máxima (ymax) ocurre 
cuando la fuerza de impacto (FI) y las 
fuerzas de resistencia debidas al 
amortiguamiento (FC) y a la elasticidad del 














Figura 4.  Modelo de viga sometida a impacto. 
 
 
Utilizando el modelo de Kelvin para 
impacto viscoelástico (Figura 1 a) se 
pueden deducir las ecuaciones de impacto. 
 
Para el cálculo se utilizará la ecuación 
obtenida por Ciro (5) para el coeficiente 
de elasticidad de la rama (K en N/m). 
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K = 958,08 * e 
-0,1302X
  [6] 
 
 
Donde:  x = distancia a lo largo de la 
rama, tomada a partir de su punto de 
inserción con el tronco en cm. 
 
El coeficiente de amortiguamiento esta 
dado por la ecuación (7) (Ciro, 1997; 
Harris, 1996 y Steidel, 1991). 
Donde: ξ es la relación de 
amortiguamiento, determinada por Ciro 
(1997), para la rama de café según su 
condición de carga madura (hojas + 
frutos) (ξ=0,024); m es la masa de la rama 
de café. 
 
La fuerza de resistencia debido al 
amortiguamiento (FC), es proporcional a 
la velocidad. 
 
FC = Cy´.     (8) 
 
La fuerza de resistencia debido a la 
elasticidad (FK) es: 
 
FK = Ky.  (9) 
 
La fuerza de impacto (FI) generada por 
la masa que golpea (M) es: 
 
FI = M*a = My".   (10) 
 
 





     (13) 
 
 




 + Pλ + Q = 0 (14) 
 
Las raíces características son: 
Como  P
2
 - 4 Q < 0, es decir,  
 
Reemplazando (17) en (13), se obtienen: 
C = 2ξ mK 













y = 0 












-P ± P2 - 4Q
2
 = α + βi  
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Las condiciones iniciales son: 
 
y(0) = 0;  y’(0) = V 
 
Luego, C1 = 0, y: 
 
Esta solución solo es válida mientras la 
masa se mantenga en contacto con la 
rama. 
 
La deflexión máxima es: 
 
Donde: 
Análisis de impacto utilizando la teoría 
para excitación impulso.  Dado que se 
tiene la respuesta a un impulso unitario 
(ecuación (5)), es posible establecer la 
ecuación para la respuesta de un sistema 
lineal excitado por una fuerza arbitraria 
f(t) (serie de impulsos) en el tiempo t = λ 
mediante el uso de la integral de 
convolución o integral de Duhamel 
(Figura 5 a) (Calero y Carta, 1999; Harris, 
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Figura 5.  a) Integral de Duhamel.  b) Respuesta en el tiempo a un impulso. 
 
La respuesta en el tiempo del sistema a 
la fuerza impulsiva o impulso J será 
(Figura 5 b): 
 
x(t) = f(ξ)Δξ * h(t - ξ). (23)   
 
La cual depende del tiempo 
transcurrido (t - ξ) y de una función de 
resistencia al impacto o propagación de la 
onda h que incluye las propiedades 
viscoelásticas del material. 
 
En este modelo se supone la rama 
como un sistema de masa  concentrada m 
 unida a un resorte de rigidez k  (con  
un grado de libertad),  sometida  a  un 
mpulso repetido J, de duración 
despreciable (Δξ  0); el cual es aplicado 
a intervalosτi . Entre cada dos impactos la 
rama vibra libremente a la frecuencia 













.  Haciendo t = 0  
 
inmediatamente después de cada impacto, 
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x = Asen(ωnt + φ) 
x’ = ωnA cos(ωnt + φ) (24) 
 
Donde φ = desfase entre el impulso y 
la respuesta de la rama. 
 
y para t=0 se obtiene: 
 
x(0) =  Asenφ 
x’(0) = ωnA cosφ   (25) 
 
En el instante antes del próximo 
impulso, el desplazamiento y la velocidad 
son: 
 
x(τi) = Asen(ωnτi + φ) 
x’( τi) = ωnAcos (ωnτ
i
 + φ) (26) 
 
El impulso que actúa en ese momento, 
aumenta la velocidad súbitamente en J/m 
aunque el desplazamiento permanece 
esencialmente invariable.  Suponiendo 
que se alcanza el estado estacionario, el 
desplazamiento y la velocidad después de 




Asenφ = Asen (ωnτi + φ) (27) 
 
ωnAcos φ = ωnAcos(ωnτi + φ) +  
J/m (28) 
 
Ordenando las ecuaciones anteriores se 
obtiene: 
 
Aplicando las propiedades de las 
identidades sen (A+B) y cos (A+B), las 
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En las dos ecuaciones anteriores [30] 
para un intervalo arbitrario τi el valor de  
 (pues es la componente de la vibración 
libre), luego estas se satisfacen solo sí: 
 
Luego las ecuaciones [30] se 
convierten en: 
 




A= Amplitud teórica de la vibración 
generada (m) 
J= Impulso = Cambio en la cantidad de 
movimiento (ΔP = m*v) en kg*m/s. 
ωn= frecuencia natural en rad/s. 
fn= frecuencia natural de resonancia 
(tercer modo) para vibraciones 
aplicadas en forma transversal 
(1552.23 c.p.m.  hallada por Ciro, 
Alvarez y Oliveros (1998). 
m= masa de la rama en kg. 
τi= Intervalo de tiempo entre la aplicación 
de cada impacto en s. 
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aplicando los conceptos de conservación 
de energía cinética y cantidad de 









Figura 6.  Posición relativa de la rama golpeada por una masa M. 
 
Para efectos de este análisis se 
considera que el impacto es elástico. 
 
Aplicando los conceptos de 
conservación de cantidad de movimiento y 
de energía cinética se obtiene: 
 
 Conservación de cantidad de 
movimiento. 
 
M* v i1 + m*vi1 = M*vf1 + m*vf2 
 (34) 
 
 Conservación de energía cinética. 
 
Agrupando y simplificando términos se 
obtiene: 
 
vi1 + vf1 = vf2 + vi2      (36) 
 
considerando que la masa m (rama) se 
encuentra inicialmente en reposo (Vi2 = 0), 
se tiene: 
 
La velocidad del objeto incidente 
prácticamente no cambia, mientras que la 
rama responde a la colisión adquiriendo 
una velocidad Vf2. 
 
Cuando la barra de masa M golpea la 
rama de masa m, esta última adquiere una 
velocidad (Vf2) cuyo módulo es   
veces el módulo de la velocidad de la 
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del mecanismo impactador). 
 
Luego el impulso J (cambio en la 
cantidad de movimiento) esta dado por: 
 
J = ΔP = m*Vf2. 
 
Reemplazando en [33]:  
Comparación modelos teóricos con datos 
experimentales.  Los resultados 
obtenidos al comparar ambos modelos con 
los valores obtenidos experimentalmente 
(sensor desplazamiento), indican que la 
amplitud estimada teóricamente difiere de 
la encontrada experimentalmente. Se 
obtuvo para el modelo basado en la teoría 
excitaciones tipo impulso (Calero y Carta, 
1999; Harris, 1996 y Thomson, 1993), en 
promedio un % error matemático del 38 % 
con un coeficiente de variación de 50,2% 
(Anexo 1).  La variabilidad en los 
resultados obtenidos con este método 
puede atribuirse a la simplicidad del 
sistema tomado, en el cual se reduce un 
sistema de infinitos grados de libertad 
(rama) a un sistema simple resorte - masa 
de un grado de libertad, se ignoran el 
amortiguamiento, el punto de impacto y 
los cambios en las propiedades 
físico - mecánicas de la rama.  Para el 
modelo de Kelvin (Mohsenin, 1986; 
Muller, 1978 y Srivastava, Goering y 
Rohrbach, 1993) se obtuvo en promedio 
un % error matemático del 85% con un 
coeficiente de variación de 4,2% (Anexo 
2).  Este porcentaje alto del error (% 
error) puede deberse a que el modelo de 
Kelvin de un grado de libertad es para 
condiciones estáticas, la fuerza de impacto 
empleada no es la correcta, es decir la 
fuerza inercial del cuerpo antes de la 
colisión (FI = M*a) difiere de la fuerza de 
impacto, así como al hecho de no 
considerar las frecuencias naturales de 
vibración a las cuales responde la rama 
(vibración libre entre cada impacto), ni el 
período de aplicación de la excitación. 
 
Con los resultados de este trabajo se 
puede concluir que a pesar de que los 
valores obtenidos mediante la simulación 
matemática, difieren de lo obtenido 
experimentalmente, estos se constituyen 
en una buena aproximación dada la 
simplicidad de los modelos utilizados en 
los cuales no se involucran variables que 
influyen altamente en la respuesta del 
sistema, tales como el amortiguamiento de 
la rama y la perdida de masa del sistema a 
medida que se presenta un 
desprendimiento de frutos. 
 
De los dos modelos analizados el que 
mejor se adapta a las condiciones 
experimentales es el basado en la teoría 
excitación tipo impulso, esto se debe muy 
probablemente a que este modelo en 
comparación con el de Kelvin involucra 
un mayor número de variables tanto en 
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vibración como a la respuesta dinámica 
del sistema. 
 
Se recomienda para posteriores 
estudios incluir el amortiguamiento en el 
modelo basado en la teoría excitación tipo 
impulso.  Así como modelizar 
sub-estructuras (análisis mediante 
elementos finitos) cuyo análisis 
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Continuación ANEXO 1.... 
 























23 79 10 0,0441 0,3564 2,9896 172,3733 13617,493
3 
1,2285 70,9900 
24 103 10 0,0441 0,3938 2,9896 141,7292 14598,106
1 
1,0101 61,0152 
25 161 10 0,0441 0,8906 2,9896 99,1370 15961,056
2 
0,7066 26,0452 
26 84 10 0,0441 0,5327 2,9896 164,9434 13855,249
7 
1,1756 54,6866 
27 94 13 0,0439 0,7117 3,0096 152,8686 14369,645
7 
1,1472 37,9611 
28 106 13 0,0439 0,6113 3,0096 139,5757 14795,019
1 
1,0474 41,6380 
29 82 13 0,0439 0,6856 3,0096 168,9600 13854,720
0 
1,2679 45,9280 
30 79 13 0,0439 0,5787 3,0096 173,5265 13708,592
4 
1,3022 55,5601 
31 83 13 0,0439 0,6315 3,0096 167,4908 13901,735
0 
1,2569 49,7579 
32 82 13 0,0439 0,4427 3,0096 168,9600 13854,720
0 
1,2679 65,0851 
33 132 13 0,0439 0,4964 3,0096 117,4478 15503,110
2 
0,8814 43,6787 
34 83 13 0,0439 0,5693 3,0096 167,4908 13901,735
0 
1,2569 54,7065 
35 112 13 0,0439 0,8857 3,0096 133,7600 14981,120
0 
1,0038 11,7640 
36 69 13 0,0439 0,3998 3,0096 190,7073 13158,805
5 
1,4311 72,0642 
37 82 13 0,0437 0,4965 3,0230 169,7123 13916,407
0 
1,3201 62,3879 
38 122 13 0,0437 0,7195 3,0230 125,6312 15327,002
6 
0,9772 26,3699 
39 95 13 0,0437 0,9434 3,0230 152,3402 14472,315
0 
1,1849 20,3834 
40 100 13 0,0437 0,7536 3,0230 146,5697 14656,969
7 
1,1400 33,8974 
41 113 13 0,0437 0,5950 3,0230 133,4290 15077,473
1 
1,0378 42,6691 
42 98 13 0,0437 0,8214 3,0230 148,8246 14584,812
3 
1,1576 29,0419 
43 138 13 0,0437 0,5873 3,0230 113,8071 15705,374
1 
0,8852 33,6543 
44 129 13 0,0437 0,9078 3,0230 120,1689 15501,793
8 
0,9347 2,8775 




PROMEDIO = 38,2337 
Análisis teórico de la respuesta.....  
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ANEXO 2.  Comparación modelo de Kelvin con datos experimentales. 
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Continuación ANEXO 2... 
 



































































































































































































































































































































































































































































































PROMEDIO = 84,9996 
C.V. = 4,1142 
